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Capitulo 1

Introducao

Este material estd sendo construido durante o curso. Faltam varias figuras,
provas, exemplos e explicagoes. Este material deve ser usado como material
suplementar.

No capitulo 2 apresentamos uma revisao sobre Logica Classica Propo-
sicional e Logica Classica de Primeira Ordem. A intensao deste capitulo ¢é
prover material sobre estes assuntos para ajudar no entendimento do restante
do curso.



Capitulo 2

Logica Classica



2.1 Légica Classica Proposicional

Neste capitulo nés apresentaremos a Légica Classica Proposicional. Na
secao 2.1.1 nos definimos a linguagem. Na secao 2.1.2 nds apresentamos a
semantica e definimos a importante nocao de conseguéncia logica. Na secao
2.1.3 apresentamos algoritmos para verificar conseguéncia logica e satisfabi-
lidade e discutimos a complexidades destes problenas. Na secao 2.1.4 sao
apresentados alguns sistemas dedutivos. Finalmente, na se¢ao 7?7, enuncia-
mos e provamos os teoremas de Correcao e Completude da Loégica Cléssica
Proposicional.



2.1.1 Linguagem da Légica Classica Proposicional

Alfabeto

Dado um conjunto ® de simbolos proposicionais, ® = {p,q, ...}, o alfabeto
sobre ® é constituido por: cada um dos elementos de ®; o simbolo L (ab-
surdo); os conectivos légicos = (negagao), — (implicagao), A (conjungao) e
V (disjungao) e os parénteses, como simbolos auxiliares.

Linguagem proposicional induzida pelo alfabeto sobre ¢

A linguagem proposicional induzida pelo alfabeto sobre ® é definida induti-
vamente da seguinte forma:

pu=pl Lot Apa |1V |pr— 2]
Exemplo

Sécrates é um homem.
Se Soécrates é um homem entdao Socrates é mortal.

A—Sécrates ¢ um homem.
B—Sécrates é mortal.

A
A— B

Algumas vezes utilizamos o conectivo se e somente se <> que é definido
Como:

(@ B) = (= B) A (B = a))

Exemplos de férmulas bem formadas:
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e A — B (nao é férmula)

o (A) = =(B) (ndo é formula)
e (FAV B)A(BVC)— D (nio ¢ férmula)
o (A= (B — —=A)) — (AV B)) (¢ férmula)
o (A= (BAC)) (6 formula)
Observacao:

e Convencoes sobre omissao de parénteses:
A >A>V >—

e Parénteses mais externos podem ser omitidos:

A-(B—>C)=(A— (B—(0))

2.1.2 Semantica da Loégica Classica Proposicional

e A semantica da légica classica proposicional consiste na atribuicao de
significado as féormulas da linguagem.

e [sto é feito através da atribuicao de valor verdade.

e Para cada formula é atribuido um valor verdadeiro ou falso.
valores-verdade:

V - verdadeiro
F - falso

e O valor verdade de uma féormula depende unicamente dos valores ver-
dade atribuidos aos seus simbolos proposicionais.

Tabela Verdade

Conjuncao:

EY

| AAB |

Al B
V|V
V| F
F |V
FI|F

| | | <




Hoje tem aula e hoje é quinta-feira.
Disjuncgao (nao-exclusiva):

(A[B[AVE]
VIV Vv
VIF \Y
F|V Vv
F|F F
Hoje tem aula ou hoje é quinta-feira.
Negacao:
A -A]
V| F
F| V
Hoje nao tem aula.
Implicacao:
] A \ B \ A— B \
VIV Vv
VI F F
F|V Vv
F|F Vv

Existem logicas que discordam da linha 4 Ex: 3-valores, intuicionista,
relevante...

Exercicio:

Construa a tabela verdade de: (mAV B) — C

[A[B[C|-A][GAVEB) [(~AVE) 5 (|

|| | < <] <] <

| <) <| == <<
<) | <| | <| 1<




Funcao de Atribuicao de Valor Verdade

A cada simbolo proposicional nés queremos atribuir um valor verdadeiro
ou falso. Isto é feito através de uma funcao v de atribuicao de valor verdade.
v:P — {V, F}, onde P é conjunto dos simbolos proposicionais

Exemplos:v(A) = F,v(B) =V, v(C)=V

Uma vez atribuido valor verdade a cada simbolo proposicional em P,
queremos estender esta atribuicao para o conjunto de todas as féormulas da
linguagem proposicional, que denotaremos por W. Na definicao a seguir a e
[ denotam formulas e A denota um simbolo proposicional, isto é, a, 5 € W
e AeP.

Definimos uma fungao v de atribuicao de valor verdade a férmulas da
linguagem como uma extensao da fungao v tal que:

v: W — {V,F}, onde v deve satisfazer as seguintes condigoes:

1. v(A) =v(A),seA € P

5 U(ﬂa):{ V ose v(a)=F

F se v(a)=V

se v(a)=v(p)=V
caso contrario

3. U<aA5):{

4, v(a\/ﬁ):{

caso contrario

se v(a)=Vev(p)=F

se caso contrario

V
F
F se v(a)=v(B)=F
V
F
V

5. v(a—>ﬁ):{



Exemplo: Ache o valor verdade da seguinte férmula para a valoracao
v(A)=V, v(B)=F, v(C)=F:
v(A — (BV ()

v(A) =V v((BV-C))=V
v(A) =V v(B)=F v(=C) =V
l l
v(B) =F v(C)=F
|
v(C)=F
Exemplo: Ache o valor verdade da seguinte férmula para a valoracao
v(A)=F, v(B)=F,v(C)=V, v(D)=V:
v((AAN-D) — (-CV B))
/ \
(AA=D)) = F
v(A)=F v(=D)=F v(=C) =
| l I
v(A)=F v(D)=V v(C) =V
l |
v(D)=V v(C)=V
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Algoritmo para Construir Tabela Verdade

Quantas linhas possui uma tabela verdade para (AA-D) — (-C'V B) ?

Cada linha corresponde a uma possivel atribuicao de valores verdade aos
simbolos proposicionais que compoe a férmula. Como esta férmula possui 4
sfmbolos proposicionais (A,B,C e D), sua tabela verdade deve ter 2¢ = 16
linhas.

Tabela Verdade computa o valor verdade de uma férmula para todas as
possiveis atribuicoes v a seus simbolos proposicionais.

Logo, o problema de se saber todos os valores verdades de uma férmula
na logica classica proposicional, para todas as atribuigoes v a seus simbolos
proposicionais, é decidivel; o algoritmo é o seguinte:
passo 1: conte o nimero de simbolos proposicionais;
passo2: monte uma tabela com 2" linhas e com quantas colunas for o niimero
de subférmulas da fémula;
passo 3: preencha as colunas dos simbolos proposicionais com V ou F al-
ternando de cima para baixo VFVF para a la coluna, VVFF... para a 2a,
VVVVFFFF para a 3a e assim por diante, nas poténcias de 2.
passo 4: compute o valor verdade das outras colunas usando as tabelas
basicas fornecidas.

Exemplo: (wA— B)VvC
23 =38

o < <1 HE < <|| T

| <| M| <| M| <| | <] Q
|
N

| (A= B) [ (-A—=B)V (|

o | "< | < <) < e
<<l <|<| == ==
i< < <| < <] <
H <l <l <l <l <<l <

Tautologias, Contradicoes, Férmula Equivalentes
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Existem férmulas onde todas as linhas da Tabela Verdade dao verdade.
Elas sao verdadeiras nao importando os valores verdade que atribuimos aos
seus simbolos proposicionais. Estas formulas sao chamadas tautologias.
Da mesma forma, existem férmulas que sao sempre falsas, independente dos
valores verdade atribuidos aos seus simbolos proposicionais. Estas sao cha-
madas contradigoes. Além disso, existem formulas que, embora diferentes,
tém tabelas verdade que coincidem linha a linha. Tais férmulas sao ditas
equivalentes.

Exemplos:

=| </ =]
s

<|<|[4

A — A é uma tautologia.

A[B[B—-A|A—=(B—A)|

VIV A% Vv

VIF A% Vv

F|V F Vv

F|F Vv Vv
|A[B[(BVA)|(AVB)| AN—(AV B) |
VIV Vv F F
VI|F A\ F F
F|V Vv F F
F|F F Vv F

A

| | <| <
| < | <|| o
| | | <
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|A|B|-A[-B[-AV-B|
VIV]F [ F F
VIF|F [V v
FIV[V]|F v
FIF| V]V v

—(A A B) é equivalente a =A V —B.
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Definicao 1. Tautologia e Contradigao:

e Uma formula o € uma tautologia se e somente se, para toda atribuicao
v, v(a) = V.

e Uma formula o é uma contradicao se e somente se, para toda atribuicao
v, v(a) = F.

Exemplos de tautologias ”famosas ‘“:

e AV A
e A~ A

(A— ((A—B)— B)
ANB — A

ANB — B

e —A— A

e A+ AVDEB

e B~ AVBEB

o (A—-B)A-B)—-A

Exemplos de contradigoes:

e AN-A
) —|(A—>A)

e AN(A— B)AN—-B

Exercicio
Verificar se estas formulas sao realmente tautologias e contradigoes.

Definicao 1. Equivaléncia entre Formulas:
Duas formulas o e 5 sao ditas equivalentes, « = 3, se e somente se, para
toda atribuicao v, v(a) = v(f).
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Intuitivamente, duas formulas sao equivalentes se, linha a linha, elas tem
a mesma tabela verdade.

Exemplos de equivaléncias:

—A=A

_|<A\/B) EﬁA/\_\B

Exercicio: Verificar se as seguintes formulas sao equivalentes:
1. -(AANB)=-AV-B
2. 7(P—=Q)=(PNQ)
3. PN(QVR)=(PANQ)V(PAR)
4. P—Q =-Q — —-P
5. PV(QANR)=(PVQ)AN(PVR)

Observagao:

Utilizando a nocao de equivaléncia, é possivel definir alguns dos conectivos
a partir de outros. Por exemplo, utilizando a negagao (=) e mais um conectivo
qualquer ( A, V ou — ) podemos definir todos os outros. Assim:
Definimos — e A usando — e V

P—-Q=-PVQ

PAQ=-(-PV-Q)
Definimos — e V usando — e A

P—Q=-(PAN-Q)

P\/QE—!(—!P/\_'Q)
Definimos A e V usando — e —

PAQ=-(P— Q)

PvQ@Q=-P—Q

Exercicio: Verificar as equivaléncias acima.

Na verdade todos os conectivos podem ser definido a partir de um tinico
novo conectivo chamado. Isto é o que vamos ver no exercicio seguinte.

Definicao:
Seja o uma férmula e I' um conjunto de férmulas:

1. Uma atribuicao de valor verdade v:P — {V, F'} satisfaz a se e somente
se v(a) = V. E v satisfaz I' se e somente se v satisfaz cada membro de

L.

15



2. T’ é satisfativel se e somente se existe uma atribuicao v que satisfaz I'.
Caso contrario, I' é insatisfativel.

Definicao:

Um conjunto de formulas o, s, ..., o, tmplica logicamente numa férmula
B, a1, e, ...,y = B, se somente se para toda valoragao v se v(a; Aag A ... A
a,) =V, entao v(fB) = V.

Teorema:
Um conjunto de férmulas a1, ao, ..., a,, implica logicamente em (3, ou seja,
a1, g, ...,y = [ se somente se (ag A ag A ... A ay,) — B é uma tautologia.

Exemplo:

(CVT)N-T — C é tautologia = (CVT)AN-T = C

2.1.3 Complexidade

Nesta secao gostariamos de investigar dois problemas distintos:

Problema 1: Dada uma férmula ¢ com comprimento n e uma valoracao
v para os simbolos proposicionais. Qual a complexidade de se calcular o valor
de v(p) para a atribuigao v? Calcular v(yp, V).

Onde o comprimento de uma férmula é o nimero de simbolos da féormula,
i.e., niumero de simbolos proposicionais + ntimero de conectivos logicos.

A seguir especificamos a fungao v(¢,v) que implementa v(p) para a atri-
buicao v.

Funcao v(p,v): bool

caso ¢

= P onde P é um simbolo proposicional, retorna v(P);
= -1, retornar NOT v(¢1,v);

= 1 A g, retornar v(p1,v) AND v(ps,v);

= 1 V @9, retornar v(p1,v) OR v(ps,v);

= 1 — 9, retornar NOT v(p;,v) OR v(¢p2,v);

Complexidade da fungao v(¢,v) é O(n), pois a fungao é chamada uma
vez para cada simbolo proposicional e uma vez para cada conectivo logico.
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Problema 2: Dada uma férmula ¢ com comprimento n e m simbolos
proposicionais. Verificar se existe alguma valoracao que satisfaz ¢.

Funcao SAT(y): bool

para cada valoracao v facga
se v(p,v) entao retorna verdadeiro
retorna falso

Complexidade da fungao SAT(y)

Complexidade da funcao SAT a ntumero de valoragoes diferentes x com-
plexidade de v(p,v)
Complexidade da fun¢ao SAT =~ O(2™) x O(n) ~ O(2™.n)

Obs.:
1) problema 1 é polinomial (linear) no comprimento da férmula;

2) problema 2 é NP completo.
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2.1.4 Sistemas Dedutivos

Nas secoes anteriores apresentamos a linguagem e a semantica da Logica
Classica Proposicional. Voltaremos agora a problema central deste curso.
Dado Um banco de dados (conjunto de férmulas), BD = {ay, -+ , @, }, e uma
pergunta (féormula), o com saber se o banco de dados implica logicamente
na pergunta.

Noés ja temos um algoritmo para responder BD = o montando a tabela
verdade para a; A as A ... A o, — a. Se for uma tautologia responde SIM,
sendo responde NAO.

Existem varias outras formas de se responder a pergunta acima de uma
forma mais sintatica, as dentre estas podemos destacar:

Deducao Natural

Tableaux

Resolucao

Provado do Dov Gabbay

Axiomético

A seguir revisaremos os métodos de Tableaux e Axiomaticos que serao
importantes no decorrer do nosso curso.
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2.1.5 Meétodo de Tableaux

As dedugoes sao feitas por refutacao, i.e., se queremos deduzir « a partir de
um banco de férmulas BD, BD F «, partimos da negacao de « e tentamos
chegar no absurdo. As dedugoes tém forma de arvore.

A seguir apresentamos todas as regras de de Tableaux.

Tableaux para a Loégica Proposicional Classica

Rl R2
agﬁ aVp
8 o p
Rg R4
a—f -
o f o
R5 RG
(VB
—|(O{ A 6) _l—Q{>
Ry
—(a — B)
«a
-
Motivacao

Se aplicarmos as regras a uma férmula, vamos gerar uma arvore, onde
cada ramo corresponde a uma ou mais valoracoes que satisfazem a férmula,
por isso é chamado Tableau Seméantico.

Lembrando do nosso método semantico para verificar consequéncia logica,
i.e., dado um BD = {¢1, - ,¢,} e uma pergunta ¢, temos que BD | ¢
se e somente se (¢; A -+ A ¢,) — ¢ é uma tautologia. Mas verificar se
esta férmula é uma tautologia é equivalente a verificar se sua negagao é uma
contradicao. A intuicao do método de Tableaux é aplicar as regras para
mostrar que —((¢; A+ - Ap,) — ¢) nao possui nenhuma valoracao que a faga
verdadeira, i.e., ela é uma contradi¢do. E portanto, (¢1 A -+ A ¢,) — ¢ é
uma tautologia.
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Definicao: Um ramo ¢ de um tableaux 7 é dito fechado se ele contiver «
e -« para qualquer férmula a.

Definicao: Um tableaux 7 ¢ dito fechado se cada um dos seus ramos for
fechado. E aberto caso contrario.

Método

1. O ramo inicial deve conter todas as férmulas do BD seguidas da negacao
da pergunta;

2. aplique as regras as formulas no mesmo ramo no maximo uma vez;
3. se o tableaux fechar responda SIM;

4. se , em todos os ramos, todas as férmulas ja foram usadas uma vez e
mesmo assim o tableaux nao fechou responda NAO.

Exemplo 1: {A— B, B—-C}FA—C

BD A— B
BD B—C
Neg. peryg. -(A—C)
-
A
-C'
-B C
—A B

Exemplo 2: A VB —~(—=AA—B)

20



BD AV B

Neg. perg. —=(=AA-B)

|

(~AA-B)
-
—A
-B

Este tableaux ¢ fechado, pois todas as valoragoes sao contraditorias, logo
AV B e =(=A A —B) nao ¢ satisfativel.

A B

Teorema (Corregao): se existe um tableaux fechado para BD, —a., entao
BD [ a.

Teorema (Completude): se BD |= a entéo existe tableaux fechado para BD,
.

O método de Tableaux é refutacionalmente completo.
Exercicios:

1. A—>B,ﬁ(A\/B)|——|(C—)A)
2. (P—)Q),—!(PHQ)F—\P

3. Guga ¢ inteligente. Guga ¢ determinado. Se Guga ¢é determinado e
atleta entao ele nao é um perdedor. Guga é atleta se ele é amante
do ténis. Guga é amante do ténis se é inteligente. Guga nao é um
perdedor?

4. (P—-(R—Q)),(P—R)F(P—=Q)
5. AV B,~(BVv-(C),C - DF-AVD
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2.1.6 Sistema Axiomatico

e QOutro sistema dedutivo.
e Mais antigo e mais utilizado para fins tedricos.

e Virios axiomas e uma unica regra de inferéncia.

Sejam «, 8 e v férmulas quaisquer da linguagem proposicional.
Axiomas Logicos:

Implicacao:
(1) a—=(f—a)
@)= (B—=7) = ((a=p)=a—7))

Conjuncao:

(3) (aAB) = a

(4) (@ AB) =

(5) a = (B = (aAB))

Disjuncao:

(6) a = aVp

(1) B—=aVp

8) (=7 AB—=7) = (aVB) =)

Negacao:

9) a - =«

(10) =—a — «

(11) (@ = ) = ((a = =f) = —a)

Regra de Inferéncia:

Modus Pones (M.P.)
a a—f

p

e Nosso cédlculo dedutivo possui um conjunto infinito de axiomas logicos.
Para cada formula «, 3 e 7, nés temos axiomas diferentes.
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e (1),...,(11) s@o chamadas de axiomas esquema.

e A tnica regra é a Modus Pones (M.P.).

Definicao:

Uma férmula « é dita um teorema de um conjunto de férmulas I'(I" - «)
se e somente se existe uma seqiiéncia de formulas aq, ..., «, tal que a,, = o e
cada a; é:

(7) uma instancia de um axioma esquema;

(7i) ou for obtida por M.P. aplicada a oy e oy, e [, k < i.

(44i) ou um membro de I'.

A seqiiéncia de férmulas oy, ..., a;, é chamada de uma prova de « a partir
de I'.

Exemplos:
(W)I'={AANB,A—=C}-CVD?

1. ANB— A axioma 3
2. ANB r

3. A M.P.(1,2)
4. A—=C r

5. C M.P.(3,4)
6. C —» (CVvD) axioma 6
7. CVD M.P.(5,6)
2)FA—= A

1. A= ((A— A) — A) axioma 1
2 A5 (A—=A4) = A))—> (A= (A— A) = (A— A)) axioma 2
3. (A= (A—A) - (A— A) M.P.(1,2)

4. A — (A — A) axioma 1
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5. A— A M.P.(4,3)

Exercicios:
Provar usando o Método Axiomético:

1) A-B,B—-CFA-=C
2)(AVB) - CFA— (BV(O)
3) A- (BVC)F (A= B)V(A—= ()

Observacao: E importante notar ( e possivel provar ) que os todos métodos
dedutivos estudados para a logica cléssica proposicional sao equivalentes, ou
seja, uma férmula que pode ser provada utilizando um deles, sempre podera
ser provada utilizando qualquer dos outros. Isso é importante, na medida em
que nos permite provar uma determinada propriedade dos sistemas dedutivos
em geral, provando-a apenas para o método axiomatico, que embora dificil
de ser usado na pratica para provar um teorema, é bastante simples no que
diz respeito a sua construgao, o que facilita a demonstracao de propriedades
tedricas, como a completude e a corretude.

2.1.7 Relacoes entre Sintaxe e Semantica

Uma das aspectos mais importantes da légica proposicional é a maneira como
a sintaxe se relaciona com a semantica.

Nés queremos relacionar o fato de uma férmula o ser um teorema de um
conjunto de formulas I" (I'A «) com a propriedade de a ser uma consequéncia
légica de I' (T' = «).

Teorema da Corretude

“Tudo que o célculo dedutivo prova é semanticamente valido.”
Sel'Faentao I |«

Se uma férmula é provada a partir de um conjunto de férmulas entao ela
é consequeéncia logica deste conjunto de féormulas.

Este teorema nos assegura que tudo que provamos no sistema dedutivo
é correto em relacao a semantica. Isto é, nosso sistema dedutivo sé prova
teoremas que semanticamente estao corretos.
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A prova é feita por indugao no comprimento das provas. Como se prova:

1) Prova-se que os axiomas do célculo dedutivo sdo semanticamente vélidos,
isto ¢, sao tautologias;

2) Prova-se que as regras de inferéncia sempre derivam conclusoes verda-
deiras a partir de premissas verdadeiras.

Teorema da Completude

“Tudo que é semanticamente valido é provado pelo calculo dedutivo.”
Sel'Faentao '«

Se I' implica logicamente em « entao existe uma prova de « a partir de
I' no sistema dedutivo.

O sistema dedutivo é completo em relacao a semantica pois para toda
formula o que é consequéncia logica de I' existe uma prova « a partir de I’
no sistema dedutivo.

Tudo que é semanticamente obtido pode ser também obtido no sistema
dedutivo.

Prova-se utilizagqndo-se a técnica do modelo canonico.
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2.2 Légica Classica de Primeira Ordem

2.2.1 Linguagem

Linguagem da Logica Classica Proposicional
+
Variaveis
+
Cosntantes

_|_
Funcoes
+
Tabelas (Predicados)

Linguagem: alfabeto + regras gramaticais
Definicao 1. Um alfabeto de 1a ordem consiste dos sequintes conjuntos de
stmbolos:
Simbolos Logicos:

1. Conectivos légicos: N, V, —, <>, 0, V, 4.

2. Stmbolos auxiliares: (e ).

3. Conjunto enumerdvel de varidveis: V = {vl,v2,...}

Simbolos nao Ldgicos:

4. Conjunto enumerdvel de constantes: C' = {cl,c2...}

5. Conjunto enumerdvel de simbolos de funcao: F = {f1, f2,...}
A cada simbolo funcional estd associado um numero inteiro n > 0,
chamado de aridade.

6. Conjunto enumerdvel de simbolos predicativos (Predicados):
P ={P1,P2,..}. A cada simbolo predicativo estd associado um nimero
inteiro n > 0, chamado aridade.
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Exemplo: Vo (IyANCESTRAL(y,x) NANCESTRAL(Joao, Jose))

Definicao 1. Os termos da linguagem de 1a ordem sao definidos recursi-
vamente como:

(1) toda varidvel e constante é um termo;

(ii) setl,t2,...,tn sao termos e f um simbolo funcional de aridade n, f(t1,t2, ...

€ um termo;
(iii) nada mais € termo.

Definicao 1. As formulas da l6gica de 1a ordem sdo definidas recursiva-
mente como:

(1) Se P é um predicado de aridade n e t1,t2, ...,tn sdo termos, entao P(t1,t2, ...

€ uma formula chamada formula atémica;

(ii) Se a e B sao formulas, entio (—a), (a A B), (aV B), (o — ) também
sao formulas;

(iii) Se alpha é uma formula e x wma varidvel, entio Vxr o e Iz o também
sao formulas;

(iv) Nada mais é férmula
De uma forma alternativa podemos definir a linguagem de primeira ordem
por meio de uma notagao BNF.

Termos:

tuo=wxlc| f(ty, ... tn)

Férmulas:

a = P(ty, ... t,) | (c1Ahaw) | (aqVag) | (a1 = ag) | ma | Vea(z) | Jza(x)
onde P é um simbolo predicativo n-ario e tq, ..., ¢, sao termos.

Observagoes:

L.Laep=a—=0)NB— )
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2. Convencoes:

(i) x,¥, 2, ... Variaveis;

(ii) a, b, ¢, ... Constantes;

(iii) f, g, h, ... Fungoes;

(iv) A, B, C, P, U, ... Predicados;

Definicao 1. Dizemos que uma varidvel x ocorre livre em uma formula o se
somente se:

(1) « € uma férmula atémica e x ocorre em «;

(i) « € uma formula da forma BA~y, BV, B — v e x ocorre livre em 3 ou
v

(iii) « € uma formula da forma =3 e z ocorre livre em [3;
(iv) a é uma férmula da forma YyB ou 3yp e z ocorre livre em B ¢ z # v.
Exemplos: x ocorre livre?
1. P(x,y) SIM
2. ¥y( P(xy) A Q(yx) = R(y) ) SIM
3. Vy( Vx(P(x) — Q(y)) — R(x) ) SIM
1 ¥y Yz ((WP(xy) = Q(2)) A (Q(x) = R(xy)) ) SIM
5. P(z,y) NAO
6. Yy 3x ( P(x,y) = Q(y) ) NAO

Definicao 1. Uma formula o é uma sentenga (ou uma formula fechada) se
somente se a nao tem nenhuma varidvel ocorrendo livre.

Definicao 1. Seja o uma formula, x uma varidvel e t um termo. Pela
substituicao de x por t em a(a(z/t)) entendemos a expressao resultante da
troca de todas as ocorréncias livres de x por t.
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Exemplos:

L Vy(P(x, vi(x y))) = Qalx
v y(P(h(a), y, f(h(a), y)) = Q(g(h(a), h(g(h(a))))

=
EER
b
"

~
=
e

Definicao:

Uma variavel x é substituivel em uma férmula a por um termo t se, para
cada variavel y ocorrendo em t, nao existe nenhuma subférmula de a da
forma V y/ ou 3 yf onde x ocorre livre em [.

O que queremos evitar com esta condi¢ao é que o quantificador V y ou 3
y capture alguma variavel de t.

Exemplo:
(V y CHEFE(x,y) - GERENTE(x)) x/y
(V y CHEFE(y,y) - GERENTE(y))

2.2.2 Semantica da LCPO

Nesta secao apresentaremos a semantica da Logica Cléssica de Primeira Or-
dem somente para sentencas, isto é, féormulas sem ocorréncia de varaveis
livres.

A semantica da ldgica de primeira ordem tem como objetivo atribuir
significados as férmulas da linguagem.

e Uma formula sé tem significado quando uma interpretacao é dada a
seus simbolos nao légicos.

o Vz(Q(x) — P(z)) é verdadeira ou falsa?
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Noés s6 podemos dizer se esta férmula é V ou F se interpretarmos seus
simbolos nao-légicos.

Primeiro, precisamos saber qual o universo em que as variaveis estao
quantificando. Por exemplo: nimeros inteiros, nimeros reais, pessoas...

Depois, precisamos interpretar os predicados, funcgoes e constantes.

Exemplo: Vz(Q(z) — P(z))

Interpretacao:

euniverso:pessoas

epredicados: Q: é funcionédrio da UFRJ. P: é funcionario publico.
Va(Q(z) — P(x)) é verdadeira na interpretacao acima.

Exemplo 2:

U={Joao, José, Pedro}

Q! = {< Joao >, < Jose >}

P! = {< Jose >, < Pedro >}

Va(Q(z) — P(x)) é falsa nesta interpretagao.
Exemplo 3: Vz(Q(z) — P(x))
U=2Z (inteiros)

Q' ={<0>,< 1>, .. .}naturais)
Pl={.<-2><-1><0><1><2> .} (inteiros)

Vz(Q(x) — P(x)) é verdadeira nesta interpretagao.

Exemplo 4: Jz(P(x) A Q(z,¢))

U = R (reais)
Ql=xz>c

P! = ¢ é racional
=0

“Existe algum nUmero real que também ¢ racional e maior do que zero.”
Exemplo 5: Va(P(z) A Q(z) = R(z, f(c)))

U = Z (inteiros)

=0

fl=z+1

Ql={<2><4><6>, ..}

Pl={<1><2><3>,.}

Rl=z>y
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“Todo numero inteiro positivo e par é maior do que 1.” (verdadeiro)

Exemplo 6: Vx(P(z) A Q(z) — R(z, f(c)))
U = Z (inteiros)

=4

fl=ax+1

Ql={<2><4><6>, ..}
Pl={<1><2><3> .}

Rl=z>y

“Todo numero inteiro positivo e par é maior do que 4.” (falso)

Exemplo 7: (VyC(z,y)) — G(z)
U = {José,Joao,Pedro,Paulo}

C : x é chefe de y

G : x é gerente

Joao | José
Joao | Paulo
Joao | Pedro
Joao | Joao
Paulo | Joao
Paulo | Paulo
Paulo | Pedro
Paulo | José
Paulo | José

Joao
Pedro

x = Joao V

x = José V
x = Pedro V
x = Paulo F
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Porém, pela nossa definicao da linguagem de LPO, podemos ter varidveis
livres ocorrendo nas férmulas, por exemplo

VaeC(z,y)

A variavel y ocorre livre nesta férmula.

Em geral, para sabermos se uma féormula é verdadeira ou falsa, nés preci-
samos saber o universo e interpretar cada simbolo nao-légico neste universo
e dar valor as varidveis livres.

(1) Interpretar varidveis livres e constantes em elementos do dominio.
(2) Interpretar predicados em relages entre elementos do dominio.
(3) Interpretar fungoes em fungoes sobre o dominio.

Defini¢cao: Definimos uma interpretacao como sendo um par orde-
nado < D,I > onde D é um conjunto nao-vazio de individuos chamado
dominio. E V é uma funcao chamada de fungao de interpretacao, defi-
nida como:

1. I associa a cada varidvel livre x um elemento do dominio df € D.
I(x) =d*

2. T associa a cada constante ¢, um elemento do dominio ¢! € D.
I(c)=¢c!

3. I associa a cada simbolo funcional n-ario f uma funcao n-aria f/ : D" —
D tal que I(f(t1,...,tn)) = fL(I(t1),....,I(t,)), onde ty,....t, sao termos.

4. T associa a cada simbolo predicativo n-ario P uma relagao n-aria sobre
D.
I(P) =P, PLC D" ie, PLC DxDx,,,xD, n vezes.
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Definicao:

Seja L uma linguagem de primeira ordem e « e 3, formulas de L, £, ..., t"
termos, P um simbolo predicativo n-ario e < D, > uma interpretacao.
Definimos a funcao de avaliacao de férmulas de L. como:

Vi:W — {V,F}, onde W é o conjunto de férmulas, tal que:

(1) Vi(P(ty,....t,)) = V se somente se < I(t;),...,[(t,) >€ PL. F caso
contréario.

(7) Vi(3za) = V se para algum d € D, I(x) = d e Vi(a) = V. F caso
contrario.

Definicao:

Seja L uma linguagem de la ordem. I uma interpretacao para L, I' um
conjunto de féormulas de L e @ uma férmula.

1. I satisfaz a(j=; ) se somente se V() = V;
2. 1 satisfaz I' se somente se satisfaz cada membro de I ;

3. I' é satisfativel se somente se existe uma interpretacao I que satisfaca
1—‘.

)

4. « é vélida (| «) se somente se para toda interpretagao I, =; a, i.e.,
Vi(a) =V para todo I; (*vélida é equivalente a tautologia™)

5. " implica logicamente em o(I" = « ) se somente se para toda inter-
pretacao I, se I satisfaz I', entao I satisfaz «;

6. I' é insatisfativel se somente se I' nao ¢é satisfativel, i.e., nao existe
uma interpretacao I que satisfaz I';
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7. Uma interpretacao I que satisfaz I' é dita modelo para T'.
Exercicio:
Dada a seguinte estrutura:

D = {joao, jose, ana, maria}

Filhiacao Homem Mulher Pai
jose | joao jose ana joao | jose
maria | jose jose maria jose | maria
joao | ana

Interprete a féormula VaVy(F(y,x) A H(z) — P(z,y)) e verifique formal-
mente se ela é verdadeira ou falsa.

2.2.3 Axiomatizacao da LCPO

Axiomas Logicos:

Implicacao:
(1) a— (8= a)
R)la—=(B—=7) = (a=p)=2a—=7)

Conjuncao:

(3) (anB) =«

4) (anp)—p

(5) = (B = (anp))

Disjuncao:

(6) a = aVp

(1) B—=aVp

8) (=) AB—=7)) = ((aVB) =)

Negacgao:

9) a = =«

(10) =~ — «

(11) (@ = B) = (& = =p) = —a)
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Quantificador

(12) Vza(zr) — a(z/t)
(13) V(a — B) = (Vza — Vapf)
(14) o — Vza, onde = ndo ocorre livre em a.

Igualdade
(15) z =
(16) z = y — (a = /), onde a é uma férmula atdomica e o’ é obtida de

a substituindo-se zero ou mais ocorréncias de x (mas nao necessariamente

todos) por y.
Regra de Inferéncia:

Modus Pones (M.P.)
a a—pf

p

Abreviatura: Jxa = Vo

Definicao:

Uma férmula « é dita um teorema de um conjunto de férmulas I'(I" F «)
se e somente se existe uma seqiiéncia de formulas o, ..., oy, tal que a,, = a e
cada «; é:

(7) uma instancia de um axioma esquema;

(7i) ou for obtida por M.P. aplicada a oy e o e [,k < i.

(444) ou um membro de T

A sequiéncia de férmulas aq, ..., o, é chamada de uma prova de « a partir
de T.

Relacao entre Sintaxe e Semantica

TEOREMA DA CORRETUDE:
SeI'Faentao I' = a..

TEOREMA DA COMPLETUDE:
Se I' = a entao I' F a.
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2.2.4 Estruturas e Teorias

Nesta secao gostariamos de apresentar alguns exemplos de estruras relaci-
onais conhecidas e como certas formulas podem ser interpretadas nestas.
Achar um conjunto de férmulas que sao verdadeiras exatamente em uma
certa classe de estruturas. Estudaremos os ntimeros naturais, grafos, ordens
e arvores.

Quando juntamos um conjunto de férmulas nao légicas a axiomatizagao
da Logica de Primeira ordem obtemos uma Teoria. A partir da teoria po-
demos deduzir propriedades (teoremas) sobre a estrutura sendo representada
pela teoria.

Grafos, Ordens e Arvores

Garfos

Um grafo G = (V, A) é uma par onde V' é um conjunto nao vazio de
vértices e A é uma relagao binaria sobre V, ACV x V.

Um linguagem, béasica, de primeira ordem para representar grafos devera
ter um simbolo predicativo 2-ario para ser interpretado como A. E o dominio
da interpretacao deve ser o conjunto de vétices V.

Linguagem: predicado 2-ario R.

Interpretacao:
e D =1V
e /(R) = A

Podemos escrever formulas que impoem condigoes sobre o tipo de grafo.
Por exemplo, a fémula

VeR(z,x)

é verdadeira, na interpretacao a cima se e somente se a relacao A for refleiva.
Outros exemplos de condigdes sao:
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’ Condigao ‘ Férmula

Rx.  Reflexividade VrR(x,x)

IRx.  Ireflexividade Ve-R(z, )

Sm.  Simétria VaVyR(x,y) — R(y,x)

Tr. Transitividade | VaVy(3z(R(z, z) A R(z,y))) — R(z,y)
SL Serial (Total) VedyR(z,y)

Eu. Euclidiana VaVyVz(R(x, z) A R(z,y)) — R(z,y)
ASm. Anti-Simétrica VaVyR(z,y) N R(y,x) >z =y
Te. Tricotomia VaVy(R(z,y) Ve =yV R(y, x)

Outra classe de grafos muito usada em computacao é classe dos grafos
k-coloriveis. Estes sao os grafos que podem ser coloriveis com k cores respei-
tando as seguintes condicoes:

1. todo vértice ¢é atribuida uma tnica cor;

2. vértices vizinhos tem cores distintas.

Estes grafos formam uma estrutura com mais k relagoes unarias para
representar as cores, G = (V, A, Cory,--- ,Cory). Para expressar estes grafos
precisamos estender nossa linguagem comok simbolos de predicados C, - - - C
e interpreta-los como

e [(C;) = Cory, paratodo 1 <1<k
exercicio: Escreva as férmulas para expressar as condigoes 1 e 2 para um

grafo ser 3-colorivel.

Se juntar algumas destas férmulas aos axiomas da Loégica de Primeira
Ordem obteremos uma teoria dos grafos, por exemplo podemos ter a teoria
dos grafos reflexivos e simétricos e etc.

Ordens

Um relacao de ordem pode ser vista como um grafo onde o conjunto de
aresta A é a prorpria relagao de ordem < ou < dependendo se a ordem é
estrita ou nao. Para ter uma ordem algumas condigoes devem ser impostas:
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’ Ordem ‘ Férmulas

Pré Pré-Ordem Rx + Tr

Par. Ordem Parcial Rx + Tr + ASm

Tot  Odem Total(linear) Rx + Tr + ASm + Tc

Est. Estrita Subst. Rx por IRx em Pré, Par, Tot

Se juntar algumas destas férmulas aos axiomas da Loégica de Primeira
Ordem obteremos uma teoria das ordens, por exemplo podemos ter a teoria
dos grafos parciais e etc.

Arvores

Uma arvore é um grafo conexo com um vértice especial chamado raiz tal
que deste vértice s6 existe um tnico caminho para qualquer outro vértice.
Uma arvore pode ser vista como um grafo G = (V, A,raiz). Nés vamos
estender a linguagem dos grafos com uma constante r para denotar a raiz,

o [(r) =raiz

exercicio: Escreva as formulas para expressar que um grafo é uma arvore.
Dica: defina um novo simbolo de predicado, na linguagem, para expressar
caminho entre dois vértices, C'(x,y) se exsite um caminho de z para y e/ou
use a relagao de =.

Se juntar estas férmulas aos axiomas da Logica de Primeira Ordem obte-
remos uma teoria das arvores.

Teoria dos Numeros

Outro exemplo de estrutura sao os niimeros Naturais e as operagoes basicas
de aritimética. Dada a seguinte estrutura Ag = (IN, 0, S, <, +, ., E) sobre os
Naturais nés podemos escrever as seguintes férmulas (axiomas) e interpreté-
los nesta estrutura.
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Axiomas de Apg

S1. VaS(z) #0

S2.  VaVy(S(z) = S(y) = =z =1y)
Ll. VaVy(z < S(y) <z <vy)
L2. Yz £0

L3. VaVy(z <yVae=yVy<z)
Al. Vz(x+0)==x

A2. Vavy(z + S(y)) = S(z +y)
M1. Va(z.0) =0

M2, VaVy(z.S(y)) = (z.y) + =
El. Va(zE0) = S(0)

E2. VaVy(zES(y)) = (zFEy).x

Um leitor mais familiarizado notara que os seguintes axiomas
foram retirados de Ag:

S3. Vy(y #0 — Jdz y = S(x))

Indugao. (p(0) AV (p(z) = 0(5(x)))) = Vop(z)
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Se juntarmos estes axiomas com a nossa axiomatixacao da
Loégica de Primeira Ordem teremos uma axiomatizacao para a
aritimética dos nimeros naturais, i.e, uma teoria dos nimeros
Naturais.

De fato, mesmo sem estes axiomas, nés podemos provar um
teorema muito iteressante:

Teorema 2.1. Uma relagao R é recursiva sse R ¢é representavel
em Cn(Ag).

40



Capitulo 3

Logicas Modais

3.1 Linguagem

3.1.1 Alfabeto modal sobre ¢

Dado um conjunto ¢ de simbolos proposicionais, ® = {p,q, ...},
o alfabeto modal sobre ® é constituido por: cada um dos ele-
mentos de ®; o simbolo L (absurdo); os conectivos légicos —
(negacao), — (implicacao), A (conjuncao) e V (disjuncao); os
operadores modais [0 (necessidade) e < (possibilidade); e os
parénteses, como simbolos auxiliares.

3.1.2 Linguagem modal induzida pelo alfabeto modal
sobre ¢

A linguagem modal induzida pelo alfabeto modal sobre ® é defi-
nida indutivamente da seguinte forma:
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pu=p|lLlpiAp| @iV | =@ | | Op| G

3.2 Semantica

3.2.1 Frames

Um frame é um par F' = (W, R) onde W é um conjunto nao-
vazio de estados e R é uma relagao binaria em W dita relacao de
acessibilidade. Diz-se que so € W € acessivel a partir de s; € W
se, e somente se, (s1,$2) € R.

Figura 3.1: Exemplo de um Frame.

No exemplo da figura 3.1 o conjundo de estados é W =
{s1, $2, 83, S4, S5} € arelagdo de acessibilidade é R = {(s1, s2), (81, 83), (83, 83), (83, S4)
(84, 81), (84, 85), (85, 85)} O frame é I' = (VV, R)
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3.2.2 Modelos

Um modelo sobre o conjunto ® é um par M = (F,V) onde
F = (W,R) é um frame e V é uma funcao de ® no conjunto das
partes de W, que faz corresponder a todo simbolo proposicional

p € ® o conjunto de estados nos quais p é satisfeito, i.e., V :
¢ — Pow(W).

Figura 3.2: Exemplo de um Modelo.

No exemplo da figura 3.2 o frame é o mesmo da figura 3.1 e
a funcao V é:

o V(p) ={s3, 4,55}
o V(g) = {s1,s5}
o V(r)={s1}

3.2.3 Satisfacao

Seja M = (F,V) um modelo e w € W um estado. A notacao
M, w IF ¢ indica que a féormula ¢ é satisfeita pelo modelo M no
estado w, o que é definido indutivamente como:
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o M,wlkpssewe V(p)(vpe P)

o M, wlf L

o M, wlF—ypiff M,wlff o,

o M,wlkp — ¢ sse M,w¥ ¢ ou M,w I+ ¢
o M,wl-pA¢ sse Mwlkpe M,wlk- ¢

o M, wlkoV ¢ sse MwlFpou M,wlF ¢

e M, w IF Oy sse para todo w' € W se wRw' implica
M, w' I+ @

o M, wlF o sse existe w' € W, wRw' e M, w' I+ ¢

No6s podemos generalizar a nocao de satisfagao para conjuntos
de férmulas. Se ' = {¢1,- -+ , ¢, } entdo M, w IF T sse M, w I+ ¢;,
para todo 1 <17 <n.

Exemplo: Seja M o modelo da figura 3.2. Queremos verificar
se M, so IF Lp.

M, so IF Op sse para todo w' € W se soRw' implica M, w' |-
p, nds precisamos verificar para w’ € {s1, s9, $3, 84, S5} Como
temos uma implicagao, para os nao vizinhos de s, a implicagao
é vacoamente verdadeira. Entao precisamos verificar somente
para

o w = sy, M, syl psse sy €V(p) oque é verdade;

o w =35, M, 5l psse s; € V(p) oque é verdade.
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A seguir apresentamos um algoritmo para verificar se uma
férmula modal ¢ é satisfeita num modelo M = (W, R, V)! num

estado w.

fungao Satisfaz(p,M, w): booleano

caso :

D:

1:

—|()01
o1\ P2
w1V P2
Y1 — P2
<>9011

se w € V(p) entao retorna verdadeiro
senao retorna falso
retorna falso
retorna not Satisfaz(yp;,M w)
retorna Satisfaz(p1,M ,w) and Satisfaz(yo, M ,w)
retorna Satisfaz(p1,M ,w) or Satisfaz(yq, M, w)
retorna not Satisfaz(yp1,M,w) or Satisfaz(yq,M,w)
para todo v’ t. q. wRw' facga

se Satisfaz(p;,M w')entao retorna verdadeiro
retorna falso
para todo v’ t. q. wRw' faga

se not Satisfaz(p;,M w')entao retorna falso
retorna verdadeiro

Complexidade: para cada conectivo booleano sao feitas, no
pior caso, duas chamadas e para cada ocorréncia de simbolo
proposicional temos uma chamada. Para os conectivos modais
temos que percorrer a lista de adjacéncias, no pior caso, para
todos os estados de W. Logo a complexidade é O(|p| x (|W|+
|R|)), isto ¢, linear no tamanho da férmula e no tamanho do

modelo.

lUsaremos no texto M = (W, R, V) quando na verdade deveriamos usar M = (F,V) e

F = (W,R).
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3.2.4 Traducao Padrao

LM: Linguagem modal com conjunto ¢ de simbolos proposici-
onais, b = {pl,pg,pg, }

LPQO: Linguagem de primeira ordem com um predicado binario
R e um conjunto de predicados unarios { P, P», Ps, ...}

Definicao 1. Traducao Padrao: Seja x uma varidvel de pri-
meira ordem. A traducao padrao T € uma funcao que mapeia
formulas da linguagem modal LM para linguagem de primeira

ordem LPO: LM —T LPO, definida a sequir:

T (L) = 1

T (p:) = Pi(x), para todo i € INT
Tz(—) = T.(p)

To(pr Aw2) = To(o1) A Te(w2)
To(e1Vp2) = To(p1) V Tole2)

Te(p1 = p2) = Talpr) = Tolp2)

T () = Jy(zRy A Ty(p))
T.(Op) Vy(zRy — T,())

Dado um modelo modal M = (W, R, V') nés podemos ver este
modelo modal como um modelo para a liguagem de primeira
ordem LPQO interpretando W como o dominio, o predicado R
como a relacao binaria R e cada predicado unario P; como o
conjunto V (p;).

Teorema 3.1. Seja ¢ uma formula modal na linguagem LM.

Para todo modelo modal M e todo estado w temos?,

M,wlk ¢ sse M E T.(¢)x/w]

20Onde |= é a relacio de satisfacio da Légica de Primeira Ordem
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Prova: Por indugcao no comprimento da formula .
A prova pode ser encontrada no apendice A na secao

Al
A

Exemplo 1. Obter a traducao padrao de O(p — $q)
7.8 — 0q) = VyaRy — T,((p — 0q)))
y(@zRy — (T,(p) = T,($q)))
= Vy(zRy — (T,(p) = F2(yRz A T:(q))))
Vy(zRy — (P(y) = Jz(yRz A Q(2))))

Desafiol: No exemplo anterior usamos trés variaveis quando
na verdade s6 precisavamos usar duas. Na realidade, qualquer
formula modal pode ser traduzida para uma de primeira ordem
usando-se somente duas variaveis. Por que? Escreva a féormula
do exemplo anterior somente com duas variaveis. Explique como
conseguiu.

Desafio 2: Dadas:

LM: Linguagem modal com conjunto ® de simbolos propo-
sicionais, ® = {py, p2, p3, .-}

LPQO: Linguagem de primeira ordem com um predicado binério
R e um conjunto de predicados undrios {P;, P, Ps, ...} e duas
variaveis.

E verdade que toda féormula em LPQO, ¢, com uma variavel li-
vre z, pode ser traduzida (de volta), por uma fungao de traducao
T~ : LPO — LM, numa férmula modal em LM equivalente

tal que

47



M,wlET (p) sse M o(z)[z/w]

Exercicio 1. Obtenha a traducao padrao para as sequintes formulas
modais:

I.Up—p

p — &p, qual a relagao com a férmula anterior?
Cp — Up

SOp — Op, qual a relacao com a formula anterior?
p—D0op

Op — UOp

O(p A Olg = )

NS v e

Um resposta parcial para o desafio 2 pode ser dada pela nocao
de bissimulacao.

3.2.5 Bissimulacao

Bissimulacao é uma ferramenta poderosa para comparar mo-
delos. A intuicao deste conceito vem de algebras de processos
[1], onde se deseja estabelecer um relacdo de equivaléncia en-
tre processos. La dos processos sao bissimilares se eles sao ob-
servacionalmente equivalentes, i.e., um observador externo nao
consegue distinguir um do outro somente observando o compor-
tamento (agdes de comunicagao) deles. Esta nogad é muito 1til,
por exemplo, dado uma especificagao de um processo Py, € sua
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implementagao Py, nés gostariamos que sob o ponto de vista
de um usuario externo elas fossem observacionalmente equiva-

. ~VE] ]
lentes, i.e., Pesp =50 Pimpl-

Um modelo enraizado M, = (W, R,V) com raiz w é um
modelo com um elemento distinguido w € W.

Definigao 2. Sejam M, = (Wi, R1,Vi) e N, = (Wa, Ry, V5)
dois modelos enraizados. Nos dizemos que M, e N, sao bissi-
milares, notacao M, =~ N,, sse

1. w € Vi(p) sse v € Vo(p), para todo simbolo proposicional
peP;

2. se wRiw', entao existe um v’ tal que vRov' e My ~ Ny ;

3. se vRoV', entao existe um w' tal que wRiw' e My ~ N, .

[lustrando a definigao 2.

g
Q

Rl R2

-
-

Exercicio 2. Mostre que as sequintes modelos enraizados sao
ou nao bissimilares,

) ?% /:}><{w},lew, Vi(p) = {w}) e Ny = ({v, v}, vRov', ' Rov, Va(p) =
) ?% /:}><{w}, wiyw, Vi(p) = {w}) e Ny = ({v, 0"}, vRy0", Valp) =

49



3. My, = {w,w'},wRiw', Vi(p) = {w,w'}) e N, = ({v, v, 0"}, vRv ;v RV, Vo (g
{v, 0", 0"})

A seguir vamos enunciar e provar um importante teorema.

Teorema 3.2. Sejam M, = (Wi, Ry,Vi) e N, = (Wa, Rs, V5)
dois modelos enraizados tal que M, ~ N,. Entao,

M,wlF ¢ sse N,v - ¢

Para um formula modal qualquer .

Prova: Por indugcao no comprimento da formula .

A prova pode ser encontrada no apendice A na secao
A.2.

A

Este teorema 3.2 junto com o teorema 3.1 nos dao uma res-
posta parcial ao desafio 2: toda férmula no fragmento da LPO
usado para a traducao padrao corresponde a uma traducao de
uma formula modal equivalente? Estes dois teoremas juntos

nos axiliarao na resposta desta pergunta. Vejamos o exemplo a
seguir.

Exemplo 2. Dada a formula em LPO que expressa a proprie-
dade de reflexividade, Ve R(z, x), ela corresponde a uma formula
modal oy, equivalente? Isto €, existe uma formula modal
tal que

M, wlr op, sse M EVzR(x,z)?
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No exercicio 2 item 1 nos mostramos que os modelos enrai-
zados M, e N, sao bissimilares e portante pelo teorema 3.2 eles
satisfazem as mesma formulas modais

M, w Ik o, sse N,v - ¢,
Porém, nos sabemos que
M =VxR(z,x) e N FEVeR(z,x)?

Mas aplicando o teorema da traducao 3.1 padrao aos dois la-
dos do e temos

M,wl- o e N,vlf o

O que € uma contradi¢do, e portanto a formula YxR(x,x)
nao corresponde a traducao padrao de nenhuma formula modal.

Exercicio 3. Mostre que as sequintes condicoes em LPQO cor-
respondem ou nao a uma formula modal usando os teoremas 3.2

e 3.1:

1. Simetria: VaVy(R(z,y) — R(y,x))
2. Transitividade: Vx,y,z € W (zRy NyRz — zR2)
3. Buclidiano: Vx,y,z € W (xRy N xRz — yRz)

Dica: Ache dois modelos bissimilares tal que um satisfaca a
condicao e outro nao, e entao aplique o raciocinio do exemplo
anterior.
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Desafio 3: Se uma certa formula em LPQO é sempre verda-
deira em modelos bissimilares (invariante por bissimulagao) ela
corresponde a traducao padrao de uma férmula modal?

3.2.6 Classes de Frames

Nesta secao apresentamos algumas classes de frames que sao
mais usuais.
Seja um frame F' = (W, R) e F a classe de todos os frames.

Classe dos Frames Reflexivos F,

Composta pelos frames cuja a relagao de acessibilidade seja re-
flexiva.

Ve e W (zRx)

—>: Inserir exemplo de frame reflexivo

Classe dos Frames Simétricos F;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja
simétrica.

Vax,y € W (zRy — yRx)

=—>: Inserir exemplo de frame simétrico
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Classe dos Frames Transistivos F;

Composta pelos frames cuja a relagao de acessibilidade seja tran-
sitiva.

Ve,y,z € W (tRy NyRz — xRz)

= Inserir exemplo de frame transitivo

Classe dos Frames Seriais Fy. o

Composta pelos frames cuja a relagao de acessibilidade seja se-
rial.

Vaxdy (zRy)

= Inserir exemplo de frame serial

Classe dos Frames Euclideanos F.,

Composta pelos frames cuja a relagao de acessibilidade seja Eu-
clideana.

Ve, y,z € W (tRy NxRz — yRz)

= Inserir exemplo de frame euclideano
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3.2.7 Validade

1. ¢ é verdadeira em um modelo M, M IF ¢, sse ¢ é
verdadeira em todos os estados de M;

2. p é valida em um frame F', F' I ¢, sse ¢ é verdadeira
em todos os modelos M baseados em F';

3. p é valida numa classe de frames F, F IF ¢, sse ¢
valida em todos os frames F' € F.

Lema 1. : FIFO(p — ¢) — Op — Y, onde F € a classe de
todos os frames.

Prova: Suponha, por contradi¢ao, que eziste um mo-
delo M= (F,V) com um mundo possivel w € W tal
que

(M, w) IF O(p — ) = Op — Oy

Entao,

(1) MywlFO(p — 9) e
(2) M,w I Op — Oy
(1) se e somente se Yw € W, se wR.w entio (3)
M, w' IF (o = ).
(2) se e somente se (4) M,w IFOp e (5) M,w I Oi.
(4) se e somente se Yw € W, se wRaw entdo (6)
M, w' IF .
De (3) e (6) e pela definicio de satisfacdo, Yw € W,
se wR,w entdo M,w' I 1, mas isto € se e somente
se M,w IF Y. O que contraria (5).
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Exercicio 4. Mostre que as sequintes formulas sao validas ou
nao na classe F de todos os frames.

1. FI-O(¢ Av) — (O A )
2. FIF (O A W) — Do A1)
3. FIFO(p A1) = (O AOY)

4. F I (O A Op) = 0o A )

5 FIFO(¢ V) — (O Vv Oy)

6. FI- (D¢ vOy) — OV )

7. FIFO(d V) = (ObV O)

8 FIF(OpV Ob) — Ole V1)

9. FIFO(¢ = ¢) — (O — O) Lema 1
10. F IF (O¢ — Oy) — O(¢ — 1)
11. FIFO(p — ) — (0p — O)
12. FIF(0¢ — 0v) = O(p — )
13. F IF O¢ — —O-¢
14. F Ik O¢p — =0—¢

Validade na Classe dos Frames Reflexivos F,

Composta pelos frames cuja a relagao de acessibilidade seja re-
flexiva.

Ve e W (zRx)
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Lema 2. : F, IF Uy — ¢, onde F, € a classe dos os frames
reflexivos.

Prova: Suponha, por contradicdo, que existe um mo-
delo M = (F,V') com um estado w € W tal que
M,wlfUOp—p <

(1) M,wl-0p e

(2) M wlf p

(1) < para todo w', se wRw' entdao M,w" I+ p. Mas
como o frame F € reflexivo, wRw e protanto M, w IF p,
o que contraria (2).

A
Lema 3. : Se F' IF Up — p entao F' € reflexivo.

Prova: Vamos provar a contra-positiva. Suponha que
F nao € reflexivo. Precisamos mostrar que F | Cp —
p. Para tanto, vamos construir um modelo W = (W, R, V)
baseado em F' tal que M,w Iff Up — p, onde w € um
estado de F' que nao € reflexivo, i. e., (w,w) € R.
Seja V(p) ={veW|v+#w}.

M,wlFOp —p< M,wlfOp (1) ou M,wl-p (2)
(1) & existe w', wRw' e M,w' If p & w' & V(p).
Mas como w nao é reflexivo, w' # w e pela defini¢ao
de V(p), w' € V(p) o que é uma contradi¢ao.

(2) & w € V(p), o que é uma contradigao com a de-
fini¢do de V(p).

A

Teorema 3.3. F' I Up — p se e somente se F' € reflexivo.
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Prova: Direta do lema 2 e lema 3.

JAN

Corolario 1. : F, IF o — Qp, onde F, € a classe dos os frames
reflexivos.

Prova: Direta do lema 2 e do item 14 do exrecicio 4.

A

Validade na Classe dos Frames Transitivos J;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja tran-
sitiva.

Ve,y,z € W (tRy NyRz — xRz)

Lema 4. : F IF Op — OOy, onde F; € a classe dos frames
transitivos.

Prova: COLOCAR A PROVA!ll
YA

Corolario 2. : F; IF 0OQp — Qp, onde F; € a classe dos frames
transitivos.

Prova: Direta do lema 4 e do item 14 do exercicio 4.

A
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Validade na Classe dos Frames Simétricos F,
Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja
simétrica.

Vr,y € W (rRy — yRx)

Lema 5. : F, IF ¢ — OOy, onde Fs € a classe dos frames
simétricos.

Prova: COLOCAR A PROVA!ll
/\

Corolario 3. : F, IF OUy — ¢, onde Fy € a classe dos frames
SIMELTiCos.

Prova: Direta do lema 5 e dos itens 13 e 14 do exercicio
4.
A

=>: Inserir outras classes

Exercicio 5. Prove:

1. Prove Coroldrio 1 sem usar lema 2;
2. Prove Coroldrio 8 sem usar lema 5;
3. Prove Corolario 2 sem usar lema 4,

4. Euclidiano: Vx,y,z € W (xRy N xRz — yRz); E. Op —
Lop

5. combinacoes

6. Serial
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3.2.8 Conseguéncia Loégica

Uma férmula ¢ é conseguéncia légica de um conjunto de
formulas I', T' IFx ¢, com respeito a uma classe de frames F,
se e somente se para todo modelo M = (W, R, V'), baseado em
frames em F, e para todo w € W se M, w IF T" entao M, w IF .

Quando a classe de frames estiver subentendida nos usaremos
somente ' IF ¢.

3.3 Sistema Modais Normais

3.3.1 Sistema K

O sistema modal K é o menor sistema modal normal contendo
0s seguintes axiomas e regras de inferéncia:

Axiomas
ax.l todas as tautologias proposicionais
ax.2 O(¢ — ¢¥) — (Op — ) axioma K

ax.3 Qp <> -y axioma Dual

Regras de Inferéncia
Substituicao Uniforme:

F
= @(Pl/fbh U 7pn/¢n)

Onde p1,--- ,p, sao todos os simbolos proposicionais ocor-

rendo em ¢
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Modus Ponens:

Generalizacao:

Uma férmula ¢ é dita ser um teorema de um conjunto
de férmulas I', I' F ¢, se e somente se existe uma seqiiéncia
©0o, 1, ---, Pp de formulas tal que ; é um axioma ou foi obtido
aplicando uma regra de inferéncia para férmulas de {¢q, 1, ..., @;
e @ é ultimo elemento v,,. Dizemos que um conjunto de férmulas

¢ inconsistente se e somente se I' = L caso contrario, I' é dito
ser consistente. Uma formula ¢ é consistente se e somente se
{¢} é consistente.

Exemplo: O(p Aq),0(p — ) Or

L. O(pAq)

O(p — 1)

N

(p A q) — p ax.1 tautologia

O((p A q) — p) Generalizacao

O((p A q) = p) = (O(p A q) — Up) ax.2
(O(p A q) = Op) MP(4,5)

Cp MP(1,6)

O(p —r) — (Op — Or) ax.2

© o N o gk W

(Op — Or) MP(2,8)
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10. Or MP(7,9)

O sistema modal K é correto e completo em relagao a classe
de todos os frames.

Teorema 3.4 (Correcao). Se I' i ¢ then I'I- .

Prova:

Teorema 3.5 (Completude). Se I' I ¢ then T' bk .

Prova: A prova deste teorema usa um técnica cha-
mada Modelo Canodnico e se encontra no Apendice A.3.

A

3.3.2 Sistema T

O sistema modal T é obtido acrescentando o axioma 1" ao sis-
tema modal K. Todos os axiomas e regras de inferéncia de K
também pertencem a T'.

Axioma T
T. Op —

O sistema modal T' é correto e completo em relacao a classe
dos frames reflexivos F,.

Teorema 3.6 (Corregao). Se I' Fp ¢ then I' IF£ .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K.
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A
Teorema 3.7 (Completude). Se I' IFx ¢ then I' ¢ .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K.

A

3.3.3 Sistema KD

O sistema modal KD é obtido acrescentando o axioma D ao
sistema modal K. Todos os axiomas e regras de inferéncia de
K também pertencem a KD.

O sistema KD vem originalmente de Légica Deontica onde
se estuda conceitos de obrigacoes e permissoes.

Axioma D

D. Oy — Qp

O sistema modal K D é correto e completo em relacao a classe
dos frames seriais Fyerial-

Teorema 3.8 (Corregao). Se I' Fxp ¢ then T'lFx_ . .

Prova: Adicionar comentdrios em relacdo a prova
para K.

A
Teorema 3.9 (Completude). Se I' I-x

S

oim P then I' Frp .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K.

A
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3.3.4 Sistema 5S4

O sistema modal S4 é obtido acrescentando o axioma 4 ao sis-
tema modal T'. Todos os axiomas e regras de inferéncia de K e
T também pertencem a S4.

Axioma 4
4. O — U0y

O sistema modal 5S4 é correto e completo em relagao a classe
dos frames reflexivos e transitivos F;;.

Teorema 3.10 (Corregao). Se I' Fgy ¢ then I IF£, ¢.

Prova: Adicionar comentdrios em relacdo a prova
para K.

A
Teorema 3.11 (Completude). Se I' IF£, ¢ then I' gy .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K.

A

3.3.5 Sistema S5

O sistema modal S5 é obtido acrescentando o axioma 5 ao sis-
tema modal S4. Todos os axiomas e regras de inferéncia de K,
T e S4 também pertencem a S5.

O nome FE deste axioma vem de Eulidiano.
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Axioma 5

E. Qp — 00y

O sistema modal S5 é correto e completo em relagao a classe
dos frames reflexivos, transitivos e euclidianos F,;s. Na verdade
a classe dos frames reflexivos, transitivos e euclidianos coincide
com a classe dos frames reflexivos, transitivos e simétricos.

Teorema 3.12 (Correcao). Se I' Fg5 ¢ then I' IFx, .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K.

A
Teorema 3.13 (Completude). Se ' IF£, ¢ then I' Fgs5 .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K.

A

3.3.6 Outros Sistemas Modais

—>: Fazer tabela com sistemas modais e seus axiomas e condicoes
nos framnes.

=—: falar de outros sistemas nao normais
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Tabela 3.1: Férmulas Vélidas em Clédsses de Frames

’ Nome \ Férmula \ Dual \ (Cléasse de Frames
K | O(p—v) — (Op— 0Oy) — nenhuma
T Op — ¢ o= Qp Reflexivos
D Op — Op — Seriais
4 U — O0e O0p — Oy Transitivos
B e — 00 Oy — ¢ Simétrico
E Qp — OO oLy — Oy Euclidiano

3.3.7 Tableaux para Sistemas Modais

O método de Tableaux para os sistemas modais é uma outra
forma de se estabelecer consequéncia légica, i.e., BD |= ¢, de
uma forma “sintatica”. O método ¢é idéntico ao da Logica Pro-
posicional, somente acrescentando regras para tratar dos opera-
dore smodais: [J e . O sistema apresentado a seguir é baseado
no apresentado no livro [3].

Definicao: Um ramo 6 de um tableaux 7 ¢ dito fechado se
ele contiver o e —« para qualquer formula o.

Definicao: Um tableaux 7 ¢ dito fechado se cada um dos
seus ramos for fechado. E aberto caso contrario.

Método

1. O ramo inicial deve conter todas as férmulas do BD segui-
das da negacao da pergunta;

2. aplique as regras as férmulas no mesmo ramo no maximo
uma vez;

3. se o tableaux fechar responda SIM;
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4. se , em todos os ramos, todas as formulas ja foram usadas
uma vez e mesmo assim o tableaux nao fechou responda

NAO.

Tableaux para o Sistema K

Regras para os Operadores da Loégica Proposicional

Rl RQ
&26 aV
B « B
Rg R4
a—f -
- [ o
R5 R6
—l(Oé/\ﬁ) —ﬁ(Oi\z B)
R
—(a — B)
(0
—f

Regras para os Operadores Modais

Regras do Tipo E

Ry R-o
Oa Qv
p(T", ) p(T', —a)
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Regras do Tipo F

Ry R-no
Qa —Ha

p(T, «) p(T', =)
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A funcao p é definida da seguinte forma:
e se regra do tipo F, entao adicione a a um tableaux exis-

tente 7" no mesmo ramo;

e se regra do tipo F, entao crie um tablaux novo T” e coloque
« como a primeira formula;

Teorema (Corregao): se existe um tableaux fechado para BD,
—a., entdao BD = a.

Teorema (Completude): se BD = « entao existe tableaux fe-
chado para BD, —a.

O método de Tableaux é refutacionalmente completo.

Exemplo: BD = {U(p — q), Op} F Oq

1. Op—9q) BD
2. Op BD
3. =Qq Neg. Perg.
2.1 p F(2)
2.2 —q E(3)
2.3 p—q E(1)
Exercicios:

1. BD = {0O(p — 0q), Op} F OOq

2. Faca todos os exercicios da secao 3.2.7.

Desafio: Como vocé modificaria o Tableaux de K para D (Se-
rial)?
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3.4 Logicas Multi-Modais

Uma légica multi-modal é uma generalizagao da légica modal
estudada nas secoes anteriores, na verdade esta é uma logica
mono-modal. Um légica multi-modal é uma légica modal com
mais de um operador modal e seu respectivo dual. O vocabulério
é o da linguagem modal basica estendido com um conjunto, pos-
sivelmente infinito, de operadores modais. A linguagem pode ser
definida induticamente a partir de um conjunto ® de simbolos
proposicionais, como a Seguir:

pu=p| L] piAps | e1Ver | o1 = o2 |~ | O | e | -+ | Q1o | G| -+

Um frame multi-modal é uma tupla F = (W, Ry, Ry, - )
onde W é um conjunto nao-vazio de estados e R;, para 1 < 1,
é uma relacao binaria em W. Diz-se que so € W é i—acessivel
a partir de s; € W se, e somente se, (s1,52) € R;. A nogao de
modelo multi-modal é analoga, sé que baseada em frames multi-
modais. A nogao de satisfacao é também analoga, aprentaremos
a seguir somente para cada modalidade [J; e ¢;, para 1 <1,

o M,w IF O;p sse para todo w' € W se wR;w' implica
M, w' I+ @

o M, wlk {;p sse existe w' € W, wRw' e M,w' Ik ¢

As nocoes de validade e consequéncia l0gica permanencem as
mesmas.

3.4.1 Sistema Multi-Modal K;

O sistema multi-modal K; é o menor sistema multi-modal nor-
mal contendo os seguintes axiomas e regras de inferéncia para
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cada par de operadores multi-modais [J; e {;, para 1 < :
Axiomas

ax.l todas as tautologias proposicionais
ax.2 O;(¢ = ¢) — (O, — O¢) axioma K;
ax.3 Q;p ¢ L, axioma Dual;

Regras de Inferéncia
Substituicao Uniforme:

Fp
= QO(pl/le, e 7pn/¢n)
Onde p1,--- ,p, sao todos os simbolos proposicionais ocor-
rendo em ¢
Modus Ponens:
0 =P
(8

Generalizagao:

F

O sistema modal K ¢ correto e completo em relacao a classe
de todos os frames.

Teorema 3.14 (Corregao). Se I' Fg, ¢ then I' IF .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K

A
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Teorema 3.15 (Completude). Se I' IF ¢ then I' kg, ¢.

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K

A

3.4.2 O sistema KV,

Esta secao tem como objetivo ilustrar um sistema multi-modal
com duas modalidades e seus respectivos duais. Este é um sis-
tema Ky que chamaremos de KV, devido as modalidades [a]
({a)) e [b] ((b)). A linguage deste sistema pode ser definida
indutivamente como

eu=p|LeiAps | e1Vea | o1 = 2 | mp | [ale | ble | (a)e | (b)e

Um frame multi-modal de K'V,; é uma tripla F' = (W, R, Rp)
onde W é um conjunto nao-vazio de estados e R,, Ry C W x W
A nocao de modelo multi-modal é analoga, s6 que baseada em
frames multi-modais. A nocao de satisfacao é também analoga,
aprentaremos a seguir somente para cada modalidade,

o M,w IF [a]y sse para todo w' € W se wR,w’ implica
M,w' Ik ¢

o M,w IF [blp sse para todo w' € W se wRyw' implica
M, w" Ik ¢

o M wlkF (a)p sse existe w' € W, wRw' e M,w' IF ¢
o M wlk (b)p sse existe w' € W, wRyw' e M,w' I ¢
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As nocoes de validade e consegquéncia l6gica permanencem as
mesmas.

O sistema multi-modal K, b é o menor sistema multi-modal
normal contendo os seguintes axiomas e regras de inferéncia para
cada par de operadores multi-modais:

Axiomas

ax.1l todas as tautologias proposicionais

ax.2b [b](¢ — ¥) — ([ble — [b]Y) axioma K,
a)p <> —la]-g axioma Dual,
[b] - axioma Dualy,

Regras de Inferéncia
Substituicao Uniforme:

Fy
= 90(p1/§251, oo Jpn/¢n)
Onde p1,--- ,p, sao todos os simbolos proposicionais ocor-
rendo em ¢
Modus Ponens:
p, 0 =Y
(8
Generalizacao:
Fyp o

O sistema modal Kab é correto e completo em relacao a classe
de todos os frames multi-modais com duas relagoes bindrias.
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Teorema 3.16 (Corregao). Se I' Fg,, ¢ then I' IF .

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K

A
Teorema 3.17 (Completude). Se I' IF ¢ then I' kg, ¢.

Prova: Adicionar comentdrios em relacao a prova
para K

A

Se acrescentarmos ao siatema K, o seguinte axioma obtemos
um novo sistema onde a relacao R, C Rp.

ax.4 (a)p — (b)p
Lema 6. : Se F' IF {(a)p — (b)p se e somente se F tem a
propriedade R, C Ry.

Prova: Ezxercicio para casa.
A

Se acrescentarmos ao siatema K, os seguintes axiomas obte-
mos um novo sistema onde a relacao R, = Rb_l.

ax.h p — [a](b)y
ax.6 ¢ — [b]{a)y

Lema 7. : Se F Ik ¢ — [a](b)p e ¢ — [b]{a)p se e somente se
F' tem a propriedade R, = Rgl.

Prova: FEzxercicio para casa.
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3.4.3 Complexidade

Dada uma férmula modal ¢, com comprimento | ¢ |, nés vimos
na sec¢ao 3.2.3 que a complexidade de se verificar se ¢ ¢ satisfeita
em um modelo M = (W, R,V) é O(|¢| x (|W|+ |R|)), isto é,
linear no tamanho da férmula e no tamanho do modelo. Esta
complexidade nao se altera se o frame for reflexivo, simétrico
e/ou transitivo. Esta talvez seja uma das razoes do sucesso das
l6gicas modais.

Outro problema bem mais dificil é o de validade. Dado um
sistema modal normal decidir se um férmula ¢ é valida na classe
de frames correspondente.

Teorema 3.18. O problema de validade para K, T e S4 ¢
PSPACE-Completo.

Teorema 3.19. O problema de validade para S5 é NP-Completo?.

Em Complexidade Computacional definimos varias classes de
complexidade. Esta sao baseadas na quantidade de recuro com-
putacional que necessitam ser consumidos para se resolver o pro-
blema. Normalmente, os recurso s@o medidos pelo tempo e/ou
espaco que precisamos para resolver o problema numa Maquin
de Turing. As classes mais conhecidas sao:

P : Esta é a classe dos problemas que podem ser resolvidos
em tempo polinomial por uma Maquina de Turing Deter-
ministica;

NP : Estes sao os problemas que podem ser resolvidos em
tempo polinomial por uma maquina de Turing Nao-deterministica;

30 problema, de validade para a Légica Cldssica Proposicional é NP-Completo
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PSPACE : Esta é a classe dos problemas que podem ser resolvidos
usando-se espaco polinomial por uma Maquina de Turing
Deterministica.

EXPTIME : Esta é a classe dos problemas que podem ser resolvidos
em tempo exponecial por uma Maquina de Turing Deter-
ministica.

As comparacoes entre estas classes estao entre os grandes pro-
blemas em aberto em complexidade computacional. Por exem-
plo, nao se sabe se P # NP. Sabe-se algumas destas relacoes,
por exemplo:

P C NP C PSPACE C EXPTIME

Nos dizemos que um dado problema é NP-Completo, se todo
problema na mesmas classe pode ser reduzido a ele. Isto quer
dizer que consiguir uma “boa’” solucao para ele é a mesma coisa
que conseguir uma “boa” solucao para todos na cléasse, i.e., ele
é tao dificil quanto qualquer

Existem algumas légicas modais conhecidas cujo problema de
validade ¢ EXPTIME-Completo, Légica Dinamica Proposici-
onal PDL é a mais famosas delas.
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Apeéendice A

Provas

A.1 Prova do Teorema 3.1 Traducao Padrao

Prova: A prova € por inducao no tamanho da formula
¥

Base: Seja ¢ = p um simbolo proposicional, entao
temos M,w I+ p sse e somente se w € V(p) e, pela
tradugao padrdao, sabemos que T.(p) = P(x), e

M = Plz/w] sse w € I(P) sse w € V(p)

Logo, M,w - p sse M |= Plz/w]

Hipdtese de Inducao (HI) : Suponha que

M,wl- ¢ sse M = T.(¢)x/w]

valha para toda formula ¢ de tamanho k.

Passo indutivo: Agora temos que mostrar que vale se
@ twer tamanho k+1.
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Vamos mostrar que vale para cada possivel forma
que @ pode assumar, isto €, se @ tem como conectivo
principal: =, —,V, A\, o e L.

Vamos comecar com os operadores modais.

Seja v uma formula de tamanho k.

oo =Ly
M = T.(B¢)[z/w] sse
M | Vy(R(w,y) = Ty()[x/u] sse

para todo w' € M, R(w,w") implica M = T,(¥)[y/w']
sse

para todo w' € M, R(w,w') implica M,w" I+ 1,
(H.I.) sse

M, w - Ty
= 0Y

Este caso € andlogo ao caso anterior.
°®p =7

M,wlF =) sse NAO M, w - v sse
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bf NAO M = T,(¢)[x/w], (H.I) sse
M = =Ty (v)[w/w] sse
M E To(=)[e/w] sse
*p=vYN9¢
M,wlkyA¢sse Mwl-y E M,wlk ¢ sse
M = T.()z/w] E M = T.(¢)z/w], (H.I) sse
M b= To(§)[/w] A To(6)[w/w] sse
M = To(tp A ¢)[z/w]
cp=UVoep=1-¢

Estes casos sao andlogos ao caso anterior.

A

A.2 Prova do Teorema 3.2 Bissimulacao

Prova: Tem uma prova bem simples no livro do Hans
na pdgina 25. So precisa adaptar para 0 nosso caso.

A prova € por indugcao no tamanho da formula ¢
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Base: Seja o = p um simbolo proposicional, entao te-
mos M,w I p sse e somente se w € Vi(p), mas como
M, = N, pela condi¢ao 1. v € Va(p) que pela defini¢do
de satisfacao sse N,v IF p.

Hipdtese de Indugao (HI) : Suponha que

M,wlF ¢ sse N,vl- ¢

valha para toda formula ¢ de tamanho k.

Passo indutivo: Agora temos que mostrar que vale se
@ tiwer tamanho k+1.

Vamos mostrar que vale para cada possivel forma
que @ pode assumir, isto €, se @ tem como conectivo
principal: =, —,V, A\, o e L.
°®p =7

M, wlF =) sse M,w lff 1 sse

Pela H. I. sse N v lff o, sse N vl —)

e p =YV, o =0Npep=9—=¢

Estes casos sao andlogos ao caso anterior.

o o =[N
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M,w I+ 0. Seja v' um mundo arbitrdrio tal que
vRy.

Pela condicao 3 da definicao de bissimulacao, existe
um w' tal que wRiw' e My ~ Ny

Mas pela definicao de satisfacdo nos temos que
M,w' =1 e pela H 1. N,v' |-, mas como isto vale
para todo v’ tal que vRov', entao N, v IF .

oo =0y

Este caso é andlogo ao caso anterior.

A

A.3 Prova do Teorema 3.5 Completude para
K

Uma Loégica é fortemente completa se, dado um conjunto de
formulas I' U ¢, temos que se ¢ ¢é consequencia logica de T,

entao pode-se apresentar uma deducao formal de ¢ a partir de
I.

F'Ep=TFep

Dada uma légica modal A, provaremos que é fortemente com-
pleta com respeito a alguma classe de estruturas mostrando que
todo conjunto de férmulas A-consistente pode ser satisfativel
em algum modelo. Para isso, vamos construir um modelo no a
formula é satisfativel - Modelo Canoénico.
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Definicao 3. Um conjunto de formulas ' € mazimal A-consistente
se € N-consistente e algum conjunto de formulas que contenha I’
propriamente é A-inconsistente. Se I’ € um conjunto de formulas
mazimal consistente, entao dizemos que ele € A-CMC.

Usamos CMCs na prova da completude por dois motivos:

1. Note que todo ponto w em todo modelo M para uma légica
A é associado a um conjunto de férmulas: {¢|M,w I+ ¢}
que é um A-CMC.

Prova: Queremos mostrar que A = {¢p|M,w I+ ¢}
¢ A-CMC.

Suponha que ¢ € verdade em algum modelo M
para a logica A. E suponha, por contradicao, que
A € A-inconsistente, ou seja, A\ ¢ e A F —¢.

Se ¢ é verdade em algum modelo M, entao te-
mos que M,w I+ ¢. Logo, ¢ € X. Mas, por
hipotese, sabemos que A = —¢, e pelo teorema de
Correcao 3.4 temos que A | —¢, como por de-
finicao todas as formulas de \ sao satisfeitas no
estado w do modelo M, o que implica que M, w IF
—¢, isto € M,w I ¢. Logo, ¢ ¢ . Contradigdo!
Portanto, A € A-consistente.

Para completar a prova de que A = {¢|M,w IF

¢} € A-CMC precisamos mostrar que algum con-
junto que contenha A propriamente é A-inconsistente.
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Seja K um conjunto consistente tal que A C K,
entao existe um ¢ € K ey € A\. Pela defini¢ao
de \, M,w I 1, e potanto M,w I =) o mque
implica que = € X e como N C K entao 1 € K.
E, portanto, (K F ¢) A (K + —). Logo, K é
A-inconsistente.

A

2. Se w esta relacionado com w’ em algum modelo M, entao é
claro que a informacao envolvida no CMC associado com
w e w é coerentemente relacionado. Isto é, Modelos dao
origem a colecoes de CMC coerentemente relaciona-
dos.

Sendo assim, a ideia da construcao do Modelo Canodnico é
trabalhar atras de colecoes de CMC coerentemente relacionados
para os modelos desejados. Construimos, entao, um modelo
canonico cujos pontos sao todos os CMC da logica do nosso
interesse.

Proposicao 1. - Propriedades dos CMCs

Se A € uma logica e I' é um A-CMC. Entao:

1. I' € fechado em relacao a Modus Ponens: se ¢, ¢ — 1,
entao 1 € I';

2. NCT;
3. Yo, 0 el ou—¢p el
4. Yo, 0, oV €1 se e, somente se, p €' oup €T'.
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No lema a seguir, vamos provar que algum conjunto consis-
tente de formulas pode ser extendido até um CMC.

Lema 8. - Lindenbaum’s Lemma

Se ¥ € um conjunto de formulas A-consistente, entao existe
um A-CMC X7 tal que X C X+,

Prova: Seja ¢y, @1, ¢, ... uma enumeragao de formulas
da nossa linguagem. Definimos o conjunto X% como a
uniao de cadeias de conjuntos A-consistente, como a

Sequar:
Sy =3
Y, U{on}, se for A — consistente
1 pum—
" Yo U{=¢,}, caso contrario
YT = Up>0Zn

Propriedades de X" :
1. ¥ € A-consistente VEk.

Prova: Vamos provar por indugao em k.

Base: Y, = X que é A-consistente por
hipdtese.

Hipotese de Inducao: Suponha que
Y, seja A-consistente.
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Agora queremos mostrar que ;1 também
é A-consistente.

Ek‘ U {¢k}7
X U{—dxt,

Usando a sguinte tautologia temos:

Por construcao, temos >y = {

Y& (Ek A ¢k) V (Ek A _‘st;)
que, X < Yp.1. E como, por hipdtese,
> € A-consistente, podemos concluir que
Y, € A-consistente, Vn.

A
—: PAREI AQUI em 10/10/11!"!

2. Exatamente um de ¢ e =¢ estd em Yyy1, pra toda formula
o

3. Se Y1 A @, entdo ¢ € Ypiq;

4. Y1 € um A-CMC.

A

se for A — consist

caso contrario

Definicao 4. O modelo candénico M para uma l6gica modal A

é a tripla (WA, RY, V), onde:
1. WA € o conjunto de todos os A-CMC;

2. R ¢ a relacdo bindria em W definida por wR™u se, para
toda formula 1, € u = O € w. R é chamado de

relacao canonica.
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3. VA € a waloracio definida por VA(p) = {w € w'|p € w}.
VA ¢ chamado de valoracdo candnica.

= (WA RY) € chamado frame canénimo.

Lema 9. Para alguma formula normal A, wR™u se e, somente
se, Vi, € w = ¢ € u.

Prova: Suponha wR . e ¢ ¢ u. Como u é um
CMC, (pela proposicao 1 ) ¢ € u. Como wR™u,(
pela definicao anterior) temos O—¢ € w. Como w €
consistente,~O— ¢ w. Entdo, Y ¢ w. Provamos,
entao, por contrapositiva.

—(¢ € u) = —(Oy € w)

Reciprocamente, Y, [y € w = ¢ € u. Queremos
mostrar que wRMu.

Y € w = Vo € w, se wRM: entdo M,z |= 4.
Ou seja, para todo vértice x adjacente ao w, tem-se
v € x. Como Y € u, concluimos que u é uma vértice
adjacente de w. E, portanto, wR™u .

A

Lema 10. - Lema da Existéncia Para alguma l6gica modal

normal A e algum estado w € W, se O¢ € w, entdo existe um
estado v € W™ tal que wR e ¢ ¢ v.

Prova: Suponha que Q¢ € w. Entao para toda formula
L, Lo, ...0e, € w queremos mostrar que o1 A pa A
. Nn A\ @ € consistente.

Vamos supor que o1 \pa ...\, A € inconsistente,
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entdo —(p1 Ao A ... Npp A\ @) € teorema.

(o1 Apa Ao App\) = 0

FO((p1 A2 A App) = —9)

FO(p1 Ao Ao AppA) = =0

F O AUQps Ao AU A = Lo

Pela hipotese de que toda formula do tipo Ulp; € w
temos entao que [L1—¢ € w

-¢ € w = -0¢p € w Contradi¢cao com a hipdtese
mnicial.

Logo, ¢ € w.

A

Lema 11. - THUTH LEMMA Para alguma [6gica modal
normal A e alguma formula ¢, M™,w = ¢ < ¢ € w.

Prova: Inducao no grau de ¢. O caso base seque
da definicio de V. Casos booleanos sequem da pro-
posicao 1. Entao faremos para os operadores modais.

Hipodtese de Inducao: Se ¢ tem tamanho n, entao

MY w o< ¢ cw.

M, w = Op < Fv(wR AM, v = @)
S pela ] Elv(wRAv ANopEv) =
:>RA <>¢ cw

Reciprocamente, suponha O¢ € w, pelo Lema da
Eristéncia, existe um estado v em W™ tal que (wR* A

¢ €v) e WwR AMvE ) & Muw E Qb
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O resultado € andlogo para o outro operador modal.
Logo, o lema estd provado.

A

Teorema A.1l. - Teorema do Modelo Canoénico Alguma
l6gica modal € fortemente completa com respeito a wm modelo
canonico.

Prova: Suponha que Y2 é um conjunto consistente de
uma l6gica modeal normal. Pelo Lindebaum’s Lemma,
existe um conjunto mazimal consistente (A-CMC) X+

, extensdo de Y. Entdo Y € X7 e, pelo Truth Lemma,
Mt =X

A
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